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　　Abstract: In this paper, we discuss generalized ｍｅａりvalue theorems of necessarily non-dif-
ferentiable functions and their applications. The so-called ｍｅａｎｕolｕｅ　tｈｅｏｒｅｍ.do not hold for
the non-differentiable function. Even if, however, a function / is not differentiable, it posseses
Dini's derivate, and on occasion, it may be right 6ｒleft differentiable. In§2 and　§3。we
formulatりgeneralized mean value theorems for Dini's derivate of function ａμd for right or
left differentiable function respectively. Ｔｈｅ卵generalized mean value theorems are formu-
lated in the form of inequalities, while the so-called mean value theorem is formulated in the
form of equality. In §5, we apply these genera!ized mean value theorems to the criterion for
the increase or decrease of function and to the criterion for the convexity of function, where
the function is not necessarily differentiable.　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＼
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　はじめに
実数空間jiにおける有限閉区間[４,6](ａ＜6)上で定義された実数値関数fix)が[ａ,6]で連
続かっ開区間(ａ.ｂ)で微分可能であるとき，微分積分学における平均値の定理は通常次のように
定式化される：　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十
　　　　　　　　　　　　゛a<c<bなるｃが存在して
　(1)　　　　　　　　　　　　　バろ)－/(ａ)＝が(c) (b-a)
　　　　　　　　　　　　が成り立つ//　　　　　　　　　　　　　　　　■　　　■
　この小論の目的は，必ずしも微分可能でない関数に対し, Diniの導来数(Diniの微係数)や片
側微係数(右微係数や左微係数)に関する広義の平均値の定理を考察し，それを定式化することで
ある(定理2.4, 2.5,∧３ﾄ。1, 3. 2)。この場合通常の微分よりも広い意味で微分を考えるた
めに，平均値の定理とはいっても(1)のように必ずしも等号が成り立つわけではなく，定理2. 4,
２ｊ5, 3. 1および３．２のように一般には不等式で定式化される。それらをここでは特に゛広義
の平均値の定理″と呼ぷことにする。このような名称は従来あまり用いられたこともなかったし，
上に挙げた定理の内容が平均値の定理の一般化されたものとして考察の対象とされたことも今まで
はほとんどなかっ｡たように思われる。
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しかしながら,＼必ずしも微分可能ではない,例刄ば片側微分可能万な関数バi)jめ場合心定理３．１
や３に２のようなで広義の平均値の定理ｙ＼＼が成り立うｿﾞごごとﾉを初等微積分学め段階で取り上げるこ
とは教育的立場からも意義のあることではないか/と思われるぷ＼jとy:ヽ=うめ1万も=これ=らjめ定理自体には数
学的な興味があるばかりでなく,犬注目 すぺき応用例∧(定理/5ﾚ,……tl卜5.･5) 万力1,ある．すなわち，必
べ=る雖に定理⑤√1しト=5∇.,ｻﾞ4･=･..が，･=:j,ま゜だ･J･凸･欧.･･を調べ犬るめには定ずし＼も微分可能でない関数の増減を調べるの
理5. 5が大きな力を発揮するから亡あるよしかも将来高こ4
式化された広義の平均値の定理に早い段階で接して=おﾉく＼こﾉ
重要なこと=と考えら=れるからである。　ニ　　∧…………| ＝　：
も不等号で定
卜る上でも大変
　以上の観点に立プで広義の平均値の定理7/を定理2. 4,……=……2.ﾚj……5,………3.Ｌお]よび３．２のような
形で定式化することも意味のあるものと考えて本小論をま尚と=めた次第であﾚる。　く………………
　　　　　　　　　　‥　つ　　　　§し記号と定義ニレレ=＼j…………ﾚﾆjj……:j………:==………=ﾚ……=し∧＼………:　　‥‥‥‥‥
この節では以後使用する記号を説明し，いくう:
亙を実数空間とし√ａ.　ｂ＾Ｒでａ＜ろとする。
半開区間[ａ, b]，左半開区間j[ａ, b]をそれぞれ，α
たすμの元１の全体と＼して定めるら‥‥‥‥‥‥
(聯サヅル(付言ｻil……4:ﾉjl
ﾕ
4jｿ
二
万
戸①ﾄﾞ
ﾉ
ﾚ(悦)………ｹﾞjﾀﾞ2yﾔ:?t
万:lj
とおき,〉またxG (a,6]であるとき,∧0<5<x-aｿなる]δﾚを==1うR
(伴牛小トＧヰ牛組心友万j
　　　　｛　ン、　三上＼、……=…………∧く:ﾀﾞﾑﾀﾞﾝ＼＼………I:1
柏・･＼岫肩巾プザ?:ﾆ|ﾉ||りjjｽﾞ
とおぐ。 その とき，
(1.1)
耳/(功寸丿叫斟叫叫＼………今恥サ
芦バヰ¬J叫れ(x,叫ﾉ＼耳｡/1ﾕ･ﾀﾞ｡･x)ｻｻﾞ
とおいで-D+/(。), D^fix), Df(x), Df(x)参席に抑す=:る
微係数とよぶ。/ ごれら４つの導来数は√(1. 1ト）とﾚ同等なことで:あ
開区間:(a, b),右
]&,◇ｄ＜ｔ≦わを満
くはDi?の
,書かれる
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(溝畑[３])：・　　　　　　　　　　　Ｉ　　。　　　　　　　　　　　。　　　　・　　　　　　．　　　　　　ｌ
　　　刄八功１万作/(ヰl)‾μ統括/Ｇ)万有/Ｇ十l)７バダ
　十五／(功几回Fo/Ｇ)イ（｀゛剔ｐ=-ＪＧ＝)飛有/Ｇ)l/Ｇ‾ん)上白
　次にDiniの導来数の特別な場合として右微係数と左微係数にっいてのべる。まずxG [a, 6)に
対して，耳/(ｘ)＝瓦戸,ｘ)であるときバｘ)はｘで右微分可能とよび，この共通の値をｘにおけ
る/(ｘ)の右微係数とよんでＤ汀(ｘ)とかぐ。これは　　　　　　　　　　　　　　犬
　　　　　　　　　　　ｐ√y(ｙ)=χ11?o /Ｇべ)づＧ)　　　　　十
ともかかれる。また，ｘＥ[ａ,b]のとぎＤ_fCｘ)三λ｡∫(ｘ)ならばfix)はｘで左微分可能とよび，
この共通の値を眉こおけるfix)の左微係数とよんでＤ-･fix)とかく。これは上の場合と同様に
　　　　　　　　十　　Ｄ一八ｘ)陥む畢j
G)‾/(にん)
ともかかれる。右または左微分のことを総称して片側微分とよぶ。
　ここで(1. 1)における４つの導来数がすべて異なる例をあげておこう。fix)を
　　　　　　　　　　　　　sinx　　O＜χ≦1，
　　ニ　　　　　　ｆ(χ)こ
↓
ｏ　　　　x=0,　　　　　
?
■　　　　　■　
?■　　　■　　　　　　　?■
と定義すればこれは[－１，１]で連続であり, x=0(こおける４つの導来数耳/(0)，瓦ｆ(0)，
江戸Ｏ)，旦/(O)はそれぞれ，1，－1，1，－1となる。
　また，　ＪＸｆ(功とELfCｘ)が異なるような関数/(ｘ)の例として，
　　　　　　　　　　/(ｘ)＝{　x +ト∧１ｓｉ＜ヤ
　　　　　　　　　　　　　　ーχ＋1　　　　0≦χ≦１
があるφこのとき，/(ｘ)は[-1,1]で連続となり，皿八0)=-l, Z1/(O)=1となる。
(1.1)における４つのDiniの導来数が一致するとき，すなわちｘoE(α，6)に対し耳バｘ,)
十互バio)==五/(ｘo)＝旦/(ｘ,)であるとき，バｘ)はX= Xoで微分可能となる。この場合μ/
(ｘo)＝Ｄ一八ユ)でもあるから左右の微係数は一致する。
　　　　　　　　　　犬　§2. Diniの導来数と広義の平均値の定理
この節ではまず, Diniの導来数に関する広義のRolleの定理を証明し，ついでその結果を用い
て広義の平均値の定理を証明する。そのために２つの補題を準備する6　　　　　　犬
　ル)は[ａ, b]゛導続゛fia) = f(b)とする゜゛ま'Ｍ≒霊び(x),ﾄm=m.uソ(’)と呵ぐ
そのとき次の２つの補題が成り立つ。
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　さてｃんどはf(a}>mの場合を考えよう．ｃ°ときｇ(！)ニーズ(ｘ)とおけば･max g(x)ニ
こ晋仏ｿＧ)ニ‾″i>-f(aﾌ)＝ｇ(“)となるから･上で得た結果から･このg(x)に関して･ｄ
＞０,つ∂＞Ｏおよびxi, X2G (a, 6)が存在して，0＜/zく∂なる任意のみに対して
　　　　　＼　　　ｏ＜ｄ≦ｇ(但十万ﾄｇ(ilトｇ(元2十
h≦-d<0
が成り立つ。従うて, g(x)=-/(x)であることを考慮すれば，上の２つの式からそれぞれ
　　　　＼　し　ｽﾞＧ丿
nくｄｓ／(ﾔ‾j‾y‾ｽﾞ(゛レ
が得られる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(証　終)
補題2. 2.補題２．１と同じ条件のもとで次の２つの不等式が成り立つ:
（2゛ 6）＼　　　　　　/（琴）‾今゛-h)≦上ｄ＜Ｏ’ト
９． ７レ　　丿　　　o＜ｄ≦/（ﾂﾞ７うy゛2‾－ｈ）.　　＼
証明．補題２．１とほとんど同様比して証明することができる． (証終)
　以上の２つの補題を用いて，次めDiniの導来数に関する゛広義のRolleの定理″を証明し，つ
いで゛広義の平均値の定理″を証明する。　　　　　　　　　　　　　　　　……
　定理2. 3. fix)は[ａ,6]で連続で, f{a)=f{h)かつ/(x)H/(a)とする。そのとき，それ
ぞれの場合に応じてXi, X2E (a, b)が存在して次の４つの不等式が成り立つ：
　(2. 8)　　　　　　刄/(ｘ,)＜O＜耳／(ｊｈ)，　　＝
　(2. 9)　　　　　白話バｘ1)＜O＜八戸Xs),
　(2. 10)　　　　　　五/(ｘ1)＜OくD.f(x2),　ニ　ニ
　(2. 11)　　　　　　旦八ｎ)＜ｏ＜互/(ｎ)｡
　証明。/(x)H/(a)であるから, f{a)<Mまたはfia)>mのいずれかである。従って補題２．
１の(2. 1)と（２．２）から(2. 8)と(2. 9)が，また補題２√２の(2. 6)と(2. 7)
から( 2. 10)と(2.11)が得られる。　　　　　　　　　　　　　　　　ニ　　　つ（証　終）
　例２．
なわち，
１。 定理２．３においてfix)の連続性がくずれると，この定理は成り立たなくなる。す
[－１，１]で定義された次の関数バｘ)を考えよう：
( 2. 12) /(x)={:ﾆ
－１≦ｘ＜０，
　０≦Ｘ≦１．
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このとき↓･/(-!)=/(↓卜回りで玉かもﾆ/(ｘ)Ｎ.0:で杏=,るふ ごぐろﾉが任意昨球ミ＼（十!, 1)に対
して，耳/(ｘ卜悲μｘ)申１となるからト(2. 8)…………と=に(2.:9):
( 2. 10)と(2.11)の不等式が成り立たない例も同様吠して1
本小論の目=的であったわlniの導来数lこj関する広義の平均値
に定式化することができる。
定理2.4. /(功μ[。,61]jで連続であり√:しかも丿
れの場合は応じて:x;。ｘ2巨(a,b)が存在して次04づ=の
(2. 13)
(2. 14)
(2. 15)
（2 jﾀ 1ﾞ6）
（:2レ17）
（2.し18）
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(2. 20)
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証明。定理２．４と注意２．１からただちにわかる。
§３．片側微分と広義の平均値の定理
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(証　終)
　この節では，[ａ,ろ]で連続な関数fix)が, Ub)で右微分可能あるいは[ａ,ろ]で左微分可能
である場合にういて広義の平均値の定理をのべる。ところで，ＸＯＥ[α,&]のとき√/(Ｘ)がＸ==
XOで右微分可能であるための必要十分条件は耳/(XO)＝菰/(XO)となることである。このとき
μ/(XO)＝耳戸XO)＝悲/(XO)となる。また，左微分の場合も同様で，ＸＯＥ[。,6]のとき, fix)
がX = Xaで左微分可能であるための必要十分条件は瓦/(XO)＝進/(XO)となることであって，
このとき且/(XO)＝五/(XO)＝旦/(XO)となる。従って片側微分に関する広義:の平均値の定理
は§２の定理２．４と２．５からただちに得られる。
　定理3.1. fix)は[ａ,ｂ]で連続でしかも１次関数ではないとする。そのとき，それぞれの場
合に応じてｘ。ｎＥ(ａ,b)が存在して，戸,ｘ)が[α,ろ]で右微分可能ならば(3. 1)が，[α,6]
で左微分可能ならば(３．２)が成り立つ。
！(3. 1)　　　　　　　　　ﾑ｡/(x.Xバ?ス(叫＜Ｉ入戸,ｎ)･　＼　　十
　(3. 2)　　　　　　　　　EL/Ui)＜／(?三aEL/(・)｡　　　　　　　　　　　ニ
　証明。バｘ)が(ａ,b)で右微分可能である時には，任意のxG[a, fo)に対してμ/(ｘ)＝耳/
(ｘ)＝悲/(ｘ)である。従って(3. 1)は定理２．４の( 2 . 13)と( 2 . 14)から得られる。また
/(ｘ)が[α,6]で左微分可能である時には，任意のｘＥ[α,ろ]=に対してＤ一八ｘ)＝瓦/(ｘ)==旦/
(ｘ)であるから, (3. 2)は定理２．４の( 2. 15)と( 2. 16)からただちに従うよ　　(証終)
　定理３．１の場合にも/（ｘ）の連続がくずれると, (3. 1)や(3. 2)は成り立たなくなる。そ
れは，例２．１の関数バｘ）脊考えればよい。また，注意２．１を考慮して定理２．４から定理２．
５が得られたように，定理３．１からは次の定理３．２が得られる。
　定理3.2. fix)は[ａ,6]で連続とする。そのとき，次のそれぞれの場合に応じてXi, X2i≡(ａ，
ろ)が存在して/(功が[a, 6)で右微分可能ならば(3.3/)が，[ａ,　b]で左微分可能ならば(3. 4)
が成り立つ。
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＼高知大=学学術研究報告レ第319巻………=･j･ .･.(･･1990年)＼∧＼j.･自･然科学………=
A/(xi)
ご坦)▽平悩
　ヶ　　‥‥‥　ろーαぺ………1･･1: 1
(xi:)牛ﾉｻ１三t甲卜皿卜白○∧=に.〉=.=･
.･に.j｡I=j..1万
画(y:
1づ)ﾔﾀﾞ(キヂト☆ﾊﾟ☆＼……
I
二＼………||
ﾉﾉ=
jj
計証明｡……定理く3.」の場合と同様にして証明することｿがで吉=る。
　　　＼　　…………=　　一〉§゜４．凸関数とそﾉの性質:……∧J……;
この節でぱ§⑤における広義の平均値め定理の応用の際必要)とﾚち
で去寂十Ｚ、レ　　………Ｉ　　ﾀﾞﾆ　■　　　　　■■　■■■■■　………7..>ト∧.･ﾝ∧いて考察する。∧ ……=　 ノ……
　まず,＼凸関数の定義から始めよう６
定義４．１√ｙ(ｘ)∇が実数空間珀とﾚおける区間／で凸関数であくる本ぱ、
意のλ亡･(ｏバ)に対して　　‥‥‥‥‥‥　‥‥‥＼………）･
犬
:＼..y=･ﾚﾉ………j･･.:･:.:.･･J｡j=.万.=j｡.･=.･=.･一一jlyi.･1.･II
(4. 1)
が成り立つ時をいう。特に＼（4/｡レ1 ）lこおいて等号が成り立たyなyt;
(4. 2)
.　　　　　　　.　　　　.･-　　　　･.-..　　　’･y”f7-･　E｀　:..･･=･･一一g..7･..9･ぷ.･-’……i･･.･
であるとき,＼/（ｘ）は７で狭義jの凸関数=である=という言…………………………万………＼……………j万万 :ｿﾚｹﾞﾉ万
　　次の命題ﾚ4√2は凸関数を（（‥1）またぱ（4ト2）＼ﾚと=a
y(λｘ十(圭二λ)j)≦町(ｷﾞ)十(……1｡j.･ﾃﾞ÷..･
に＼(4こ〉1 ) | いて等号が成句ﾉ立Iだﾉた
/(λｘ十ﾉ(j－λ)jy)くリ(j)十(士十ご
これらは凸関数のいろいjろな性質を調べる上で，基本的
　命題４レ2. /(。)が[a, 6]で凸関数となるための
なる任意のXl, X2, X3, X4に対して＼　　　　　ニ＼………
（４レ3）
が成り立つことである。｡特記/(x)が[αｊ,]々狭義の凸関数1
(4. 4)
ここで
/(X2)一八ズ,)ト‥４バむ)十ツ:(お卜言
…………Xi~Xi　ノヘｊ　ぬ二二恥＼＼くニノ
　　　X-i~Xi　　　　χ２¬χ１　　　　　　Xi
―X･３………Ｉ：
取＝　　寸　　Ｘ１十　十　　χｉ,･ぬj＝十十十十∧ぬ
・・　　X3―Xi犬・　X3 ―Xl　　　ｊ　……χﾚ4=.¬χ2I……J＝
/(リプ平辻ﾉ才/(ﾔ)二折本士
　ニχ2--･χ1 ・ ＼ノ　　くχ･3.¬ﾀﾞχ･2く………………
(証終)
のいﾉく:うかの性質にう
が成り立つことである。‥‥‥　　‥‥‥‥　　‥‥‥ﾄ＼〈I………==〉……ﾉ……l
　証明／必要性：まず,ﾉ次の関係式が成り立つことﾉに注意ずる。
もjのであ=るが，
iil＜ｘlj＜恥≦６
は
( 4 . 10)
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a;3―X2
×3―Xl X3―Xl Xi ―X2 X4^X2
＝１
であるから仮定より次の２つの不等式　　　　　　　　　　　　／　　　　　　　　　一
　(4. 5)　　　　　　バ石:）≦ﾔ:‾ﾔ:バ釘）十ﾔ:‾讐八心:）,＼
　　　　　　　　　　　　　　　　X3―Xl　　　　　　χ3－χ1
　（4.6）　　　　　バｎ）≦ヤ‾゛3バｎ）十五仁二と八ｘ,）　　　　＼　　　　ト
　　　　　　　　　　　　　　　　X4―X2　　　　　　Xi X2
を得る。このとき, (4. 5)からは(4. 3)の左側の不等号が，また(4. 6)からは右側の不等
号が得られるから（４．３）が示された。特に/（ｘ）が［ａ,b］で狭義の凸関数である時には, (4.
６）と(4. 6)においで≦″の代りに゛＜″が成り立つから(4. 4)が成り立つ。
　十分性:ａ≦Xi<X3≦＆なる任意のｘ1とｘ,を，またO＜λ＜1ニなる任意のλをとって, X2 =
λｘ1十（１－λ）心とおけば，ｘ,＜ｎ＜臨および　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∧
＝λ ＝１－λ
X3―X2
×3―Xl
Xi―X＼
-
Xi ―Xi
が成り立つ。従って, (4. 3)の左側の不等式からは(4. 5)が得られるから，次の不等式
　（４．７）　　　　　　バλｘ1十（1－λ)X3)≦λバｘ1）十（１－λ）バｘ3）
を得る。よってfix)は［ａ.b］で凸関数である。また，（４レ４）が成り立つときには, (4. 7)
においで≦″の代りに゛＜″が成り立つことが上の場合と同様にしてわかるから，/（ｘ）は［ａ,　b］
で狭義の凸関数となる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十　　　　　　（証　終）
　ところで, fix)に連続性を仮定すると，定義４．１で与えた(4. 1)や(4. 2)よりも弱い形
で凸関数を定式化することができる。すなわち命題４．４が成り立つのであるが，それを証明する
のに次の補題が必要となる。
　補題４．３．／（ｘ）は［α,ろ］上で凸関数とする6いま，ａ≦ｘ,＜jyo≦6なるｘ。ｙ,と，０＜λ
＜１なるλが存在して，　ト　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十
　（４．８う　　　　　　　/（λXO十（1－λ）ｙo）＝λプ（XOト（1－λ)/(3'≪)
なるときには， fiｘ）は［Xo, Vo］上で　ｙ　　　　　　　　　　　　：　　　　　　　　　　　　十
　(4. 9)　　　＼ノＧ）二八ﾂﾞｽ乎）Ｇ/うo）‾ﾄ･ルo）
と表わされる。すなわちfix)は閉区間［Xo, Vo］上では直線となる。　　　　　　　　　　　　し
証明．まず，ａ≦ｐ＜９≦６なる任意のｐ.　ｑに対して, /(x)の凸性から[ｐ,　ｑ]上では常に
/(・)ｓ∫(で⊇ｸﾞｊ)。(にq)+fiq)
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が成り立っこごとくに注意しておく。すなわち, fix)トj吠,………j……=3=点:
り常に下にある６これは命題４レ２のこ(4√3/)ﾄからﾌﾟただぢに証|
λ)jy,とおけば,＼石＜=Ｇ＜外でめる．. ･･ほﾉじ吟に(れ√ぺ上上jで:L/
ことを示そう6しれｷﾞ)をてXo, yt)]し上で．……………∧………万.･=･.j=･==･一万.･j.I･I･:万
即)ノ毘ﾉﾔﾔ:)ｹﾞ(六白ｿ
と定義する。＼これは２点(ｘ。/(x,))丿と∧(ｃ≫， Ｋｃ，)1)こ:こjと
ﾄ(４;ﾚ/(<?))]を結ぶ直線よ
.l･. 一一-..･　･････..:i.･　./●.
乱トさて,…………Co=にλioナ（１－
　Ｊ　　･･････．■　■■■ﾉ=は………[]4ﾚ･.･ ＼會):……の･形万一S･こ.表わされる
るfix)タ)凸性から[i。Co]上でプ(i)≦ｊ(ｚ)｡であ冨よ〉とｿがら寸:4
/(ｘl)＜ｊ(ｘ丿となったとする。その々Iき･,丿(タ9)≒=言=(卵)
言言啓)水戸ｿ(牡ヅ乍ﾂﾄﾞ?……(ﾒﾚlj)･万)+]Ｊ＝Ｉ
二耳(ヤ)十が皿ﾚ
(
√こ
　　へyo‾ぐ0　…………:……1:,:1;:=1=
となる。ここでCoG(が,.ｙ,）々あるからX = Coしとお:りT肆,〉＼＼………jl
｡｡･にj.=
(4.11) ゾソ(伺ﾌﾟ/弛)
｡(６－
よ)ここふ
………ｙo¬χト　¨　　　…………1
となる。この左辺は２点(ｘ,ご,/(x,))と(ｙo,/(jy,))jjと1:を一結ii"i
である。ようて(4. 11)∧はﾌﾟﾉ(れの凸性を示す不等式……０∇琲)=万万
f(x)=g(x)X-なけれぱな〕らな/い。
同様にして［ｃ。.jy,］上でも/Ｇ）三g(x)でなけれぽなら/なﾚい
が得られた。
この補題:は､ノ次の命題4. 4で関数fix)､の狭義口凸性嗇証明すﾐ弔=
命題4. 4.ト/(ｘ)は[ａ,　ｂ]で連続な関数とす乱ｿﾞそ=りﾉとﾉき√
めの必要十分条件はａ≦ｉ＜ｙ≦ｂす＆る任意g)ｘと丿砲対=じヌ
「4」2） 八平戸かか卜毎):ﾉ.|
I
lj
が成り立つことである。ﾄ特4こ狭義の凸であるた
　( 4. 13)
が成り立つことである6
4ﾚるふよﾚうﾚてに[ｄ,：ｂ]∧におけ
ｹれG (xo,ﾄｃ,）･忙対･して
[j。j1]ﾚ上々
戈の４:〒
ﾉ従らて………
C1における値
[Xo, Co]＼上で
らj結局ﾉ（4=
……▽　:.（証
jいられる6
証明．必要性こ:上( 4 . 12)と（４ト!3）はそれぞれ，
(4. 2)からわかる．　　＼　十　　ダ　　レ
凸関数およ万
９）
終）
で凸関数であるた
=(すトりと
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　十分性:ylを正の整数、ゐを０≦ん≦２'なる整数とする。そのとき、･（ｌ≦ｘ＜ｙ≦ろなる任意の
正の整数χとｙこ対して　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　っ
( 4. 14) ／(参ｘ＋にﾆｼﾞﾘ)ｓ季/(，)＋几
が成り立つことをａに関する帰納法で証明しよう。 n= 1のときは(4.12)から明らかである。 n
のとき( 4. 14)が正しいと仮定すれば。z＋1のときも正しいことを示す。Ｏ≦ん≦2゛1のとき，
０≦ん≦２'かまたは２'＜ん,≦2“1のいづれかである。まずＯ≦ん≦２'とする。そのとき，０≦
2''-k≦Ｐでしかも　犬
ｲ‰ｘ＋2ﾂﾞふ&jy＝1（参ｘ＋牛言‰）＋1・
であるから(4.12)と帰納法の仮定( 4. 14)より
バベふ＋2乃尚‰)ｓか(率・＋2“？
s1{今y(・)＋2'？ J心)}＋1/し)
＝キ(ｘ)＋211ぶん/(y).
jy)＋ま八y)
従って，０≦ん≦２^のとき( 4. 14)はzz＋1のときにも正しい。次に，２“くゐ≦2“1とする。
このとき, I友一２^とおけば，０＜ｉ≦2≫ 2''+'-A;=2≫-iとなるから，
　　　　　　　　　ん　　　　2≫+.一八　　　１　　　１　　ん－２“　　　２^ツール　　　　　　　　コＦ７い;十　２･-←トjyニ‾2‾゛･十‾2‾Ｃ･‾ｉ‾;‾゛十　2＾　　jy）
＝ト＋詠手・＋‰ニハ）
と変形できる。従って( 4. 12)と「4」4）より
／(≒か=リ．2ｙｊｙ)9jF/Ｇ)ト☆/(エサ呉よぬ)
　　　　　　　　　　ﾆﾂﾞﾚｽﾞ(いヤ2≒1ぷ芦/○).
よって2sくゐ≦2"+'のとき( 4. 14)は≪ +1のときでも正しい。以上より( 4. 14)はn+. 1の
ときにも正しいから，すべての正の整数４に対して, ( 4 . 14)が成り立つ。　　　　　　　　　十
　ところでｓヨ｛¬気ｌｚｌ＝１，２レ…, k=0, 1, ･･･, 2"}とおけば，ｓは［０，１］で稿密な集
合となる。従？Tて
ぷ
意９λ（享（０，１）に対してｓの元の列｛λ｡にｴ1が涼在してj紬。λ｡＝λとな
る。またα≦x<v≦6なる任意のX, yおよび任意のλ。(n = 1 , 2 ,…）に対しては( 4. 14)
より
　　　　　　　　　丿（λＪ十（１－λ次y）≦λげ（ｘ）十（１－λ｡)/(3')
が成り立つ。ここで, fix)は［ａ,　ｂ］で連続であったから，7z→（ｘ）とすれば
　　　　　　　　　バλｘ十（1－λ）jy）≦λfix)十（1－λ）/（ｙ）
を得る。よってfix)は［α,&］で凸関数となる。　　　　　　　　　　　　　　十十　＼
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最後砕く4. 13)が成り立つとき=ｿ(ｘ)ぱ狭義の凸関数jとﾚな藁jとｿ
６なるｘ=o,ﾀ,゜とｏ＜λ＜１なるλが存在して（４いけケが戌jり立うｽ
ぞうﾃｻ。･･=……も]しﾉμ……≧｡ｘ｡o<3'o≦
るﾚよそ/のとき√補題4=レ３
より/(ｘ)/=は[ｙ:o，ｗ]ﾀﾞ上々(4. 9)の形ごφ直線jとな才乱……こyのﾚと]乱:………す十Xo,犬=jにﾉ･.十宍.･･yo･.･･l･.こ;対1しては
(4.13)･ば＜″ではなぐ＝″となづで(4上13)し=は成ｹり立たなｿく:==万なﾚる⊇よ卜谷で(/4･jﾄ･J:S)･.･ｶi成り
立つときはは／Ｇ)は工ａ, ｂ]で狭義φ凸関数とな＼る言=…………ﾚﾉ………j………:ﾉ‥し:ﾚ＼＼＼………j万万=くｿ……ｿ……………:j…………宍し＼つj……(証二終)
　最後に定理５，ｔと５レ2の狭義凸性に関する
明するためには次･の補題4.犬5が必要であ=るよ
補題4. 5 ．ｊ― 1,6√３に対してau biは実数でa> 0 iす
　( 4. 15)　　　　　　∧
であるための必要十分条件は
　( 4. 16)　　　　　　：　ゲ
が成り立つことである。　コ
血七血才わ3
jレ¬£･ご盲ﾆ
＆１
-
ａ．
二&丿卜七血土ゑよ
ai + a2°α21＋ﾉひ3ﾉ〒
証明√(４ト15)よりトQl 62ニa2 bi≧０ ， a2 63十a4くろi]≧04………乱………:6j･=,j=卜≒.･.･=･a･;..･
　　　　大工　　　(面子α:2)(レデ酸)犬(の十の)＼(乱干拓ﾚ)ｻj･＼I……ﾚ……………二に･:･
］(ai･ｂ２=斗a2 bi) + (a2･&3ニd3糾:)ﾆﾄﾞ(ai
ここでｄ,･十ali＞0，辰十心＞.0であるかいら犬( 4. 16)万々真中
および右側め不等号も同様lこして( 4 . 15)ﾚから示すこ
および最後の不等号からそれぞれ(4.15)の最初め
て（4･.16)から(4.15)が示されたレ　　犬∧十
　補題４ト6. fix)が[ａ,∧ｂ]で凸関数となるため
なる任意り)Xi,ﾚ取,尚X3,･1,1こ対して＼……………………
るよこれを証
ﾚoである･。コ従うて，
｡( 4 . 16)の左
の最初め不等号
得/られる:よよっ
ﾉ………T…………j…………………………………j
I
(証レ終)
√j4謳＼む≪恥＜:れくｘ，≦＆
　(4. 17)………卜ふ)☆/(i･?⊃∇≦/(や仁/(x. =……⊇j……/(x,:j呂?ﾌﾟﾅj考ﾀﾞ
　　　　　　･.χ2－χト　　　ト　士X3~ Xl…………………:……=………χ4ｹｻ……尤=1
が成り立つことであるよ＼特にﾌﾟＧ)が[ａ,わ]で狭義噂凸関数jとな考)
( 4 . 18)……/U)ゴ(加l)＜ﾚ工(a:3)-/(xi?J:万万j
i≒
が成り立つことであ/る。＝　　　＼　　j　　　　　‥‥‥:……1
　証明｡＝ａ１≠ｘ2二Xi, d2ヨ ｘi十ｚ元とz37ぷ4÷恥，柘十／
バｎ)ごｱ(x3)iお＜。この壽き丿41,丿臨，の＞Oｹさあ藻くか･
･
…
…ﾚこ………=/.゜(･4･4･)二/(Xs)し
Ｔ¬＼……=〉……1とx;i一:ｘ3　＝
5]の必要十分条件は
几……/<ﾀﾞ:･:)十χ(・･)
∧◇ト∧;………χ4-≒X3
ヴ:昿十八XI)¬/(X2), 63 =
憚=よ＼町前半ば証明されたノ
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(証　終)
(証　終)
後半は，補題４．５の(4. 15)と( 4. 16)においで≦″をすべで＜″にかえても補題４．５の
主張はそのまま成り立つから，前半と同様にして証明することができる。　　　　　　（証　終）
§５．広義の平均値の定理の応用
　この節ではDiniの導来数および片側微分に関する広義の平均値の定理の応用についてのべる。
はじめに刄バx), D+バx), Df{x)， Ｄ_f(ｘ)そして-D+/(x),　Ｄ_f(ｘ)の符号と関数/(ｘ)の増
減の問題について考察し，ついでABfCｘ)およびＰＱｆ(ｘ)の符号とバｘ)の凸性との関連性につ
いて考察する。ただしニ4とβとは刄,忿｡, D-, D_-のいづれかであって，ｊと３の組合わせによ
るｊＢの総数は全部で16通りある。例えばA=D^, B =瓦であるとき， ＡＢｆ(ｘ)とはABfCｘ)
= n-.でＤ_μ,ｘ)≡蕗(二口丿Ｇ))を意味する。同様に＼して，j）とＱとぱ皿か且かのいづれかであっ
て，？とＱの組合わせによる戸Ｑの総数は全部で４通りある。例えば7）＝ﾌ:>-，　Ｑ＝仄のときＰＱ
/(ｘ)はＤ-Ｄ丿臨)≡孔(仄/(ｘ))を意味する。　　　　　　　　　　　　　　　　ト
　はじめにDiniの導来数に関する広義の平均値の定理と関数/（ｘ）の増減との関連性について調
べる。
　定理5.1. /(x)は[ａ,&]で連続な関数とするよそのとき，任意のｘＥ(ａ,　ｂ)に対して次の
(5. 1)～(5.4)いづれか１つが成り立てば,/(功は[α,々]で狭義の増加(減少)関数となる。
　(5. 1)　　　　　　裁バｘ)＞O‥(Ｊ丿Ｇ)＜O)，犬
　(5. 2)　　　　　　　瓦f(ｘ)＞O(氾げ(ｘ)＜O)，　　　　　　　　　コ
　(5. 3)十　　　　　　瓦バｘ)＞O＼(瓦バｘ)＜O)し
(5. 4)　　　　　　　　氾丿(ｘ)＞O(旦y(ｘ)くＯ)レ
証明。定理２．４からただぢに証明することができる。
　定理5.2. /(x)は[ａ,　ｂ]で連続な関数とする。そのとき，任意のX e (a, 6)に対して次の
(5. 5)～(5. 8)のいづれか１つが成り立てば，バｘ)は[α,&]で増加(減少)関数となるト
　(5. 5)　　　　　　瓦/(ｘ)≧O(面汀(,ｘ)≦Ｏ)，
　(5. 6)ニ　　　　　　ニ温げ(ｘ)≧O＼(込f(ｘ)≦Ｏ)，
(5. 7)　　　　　　　　　Ｄ_fCｘ)≧Ｏ　(五／(χ)≦Ｏ)，　　　　　　　　　　　　十　　　　∧
　(5. 8)一一　　十　　　　　温丿(ｘ)≧O(温丿(ｘ)≦Ｏ)。　　犬　　　　　　　　　　ト
証明。定理２．５からただちに証明することができる。
ﾉ次に，片側微分に関する平均値の定理と関数バｘ)の増減との関係について調べる。
定理Ｓ。６ｙ fix)は＼臨&]で連続な関数とし,＼ﾌμ↓バj)二は□(a, b)……: とすｻるヶよ/そのとき，
ｔして犬………………jj
をのべよう。さて，次は広義の平均値の定理の重要な応用例であくる13
ノバ乱)十/(xi¬み):ふf(x2-h)十Z価)………こ1･=j.jソ
……………/z　　　二　二十　ｘ2こ元仏五万…………不才=jy==:j
/Ｇ)が[a, b]で凸関数とな希ため=の必要十分条件ぱ;]……任意昨がﾖﾌﾟ亀……万6)
　/㎜　･=ゝ.　　　・　　　　　･.･　＿　-ご　．･／･χ．．-　　　　　　　　．■■：・ ･･．・　･･．：．　( 5 . 13)ダレニ　　∧つ菰･７Ｄイ(､ｘ)≧O……
となるこ/とである。特犀μ絃が狭義φ凸関数とな/る
84
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　定理５．３√ニ/(x){ま:[ｄ,6]で連続な関数ｔ=ト(4,ｿj6)万=セI右jまJ:だ=4まj左微分可
き，任意めxG(a, b)に対して次の(5. 9)か|まガは①(/5=ﾉ:.………10)……ｶﾒ成Jjり立者ぱ√
狭義め増加（減少）関数となる。=
（５レ9）
（5丿10）
仄ﾉ(功＞0
μy(X)＞0
証明√定理３ﾚﾚ!め△「3.」）と＼（３レ2）からわかjる。･
定理５ン4.ト上の定理と同じ条件のもとで，任意の=球三=:(必ｹ6
( 5 . 12)が成り立てば,∧fix)はﾉ[ａ．ｂ]で増加(減少)T
(5.11)
( 5 . 12)
仄/(μ≧ﾆo(μ/(i)三=り=･〕)･,･ｹ万.･･万一j.:==･
皿バ功≧Ｏ(Ｄ一戸ミ)眸/Q/).＼ﾕ=j………:………I
証明.犬定理３レ２]の(3. 3) ど(3⊃４)しからただちﾉにれかるj
　注意５．１①=定理5.!～/5 . 4 において，バi)雖工叫制ﾚ,にj
一般には成りたたない．犬例えば,……例２レ1 ･･の(2. 12･):j.･で.･与jえ･=･だs
(証二終)
:対]して次の(:5j･･. 11)……ヵ.sまたは
○………………………l･..＼･　　犬　　　‥
{証∧終}
i)]はﾉ[=ａ，　b]で
すjる６そのと
ずれるﾚと定理は
　．　　－　　・．．－．-～　●．-･．か｀″一一．ミ~゜てﾐ･:－Iﾐｰ/〃･･‾‾　ﾐ.'　‥･一一で〃･:/うｰ..●･･./･.-ﾐ･Iﾐ.･●l?‾　:･･･■■■■■■■■■　■　■　■
　( 5 . 14)∧ト　　…………jμﾄ<ZE/(功＞O ＼j………ﾉﾉ∧……∧に∧万………゜<……＼＼＼ニ＼∧∧＞j……………:………
となることであるｏﾚ　　　十〉　　…………………:………………＼ﾉﾉ………:〉……＼十万……＼………＼ｿﾉ.く………:…………
　証明ﾚし必要性：はじめに/Ｇ)＼は凸関数とすると犬き√:刄ｿ:Ｇ)
‥
=は………(&j=石)4ぐ;布=
I
y万=;jて増加関数とな
ることを示そう６いま√ｄ＜ｘi＜ｎ＜ろなる任意のﾉれと(糾を:と=ご/.ら=.･万万で固定すj岑ﾉふ………つ万xj･ ) で祉くｘ√一九
＜元＜ｘｉ―　ｈ＜=心となるようにh>0を勝手にとるレモンの塞ぎ√……j命題ｹ乱ﾄ2/よ町次の不等式
・　･･■〃.・　.f－〃
≠TOﾄで不連続でﾉはあ
り，(－1.し, 1う/においては……………:…　……………=ﾚ………=ご･j…………………∧7 ･･,ごjI=一万.ﾚ,.ﾚ…………=
　　‥‥‥　
‥‥　
＼………耳バ肩≒耳／(功＝互/j(社丿＼万………jj=.･ j.
.:jj
である．ニしかしながらプ(ｘ)は決して増加関数でも減少関数で::もﾉなｷ臨
85
を得る。これより次の不等式が得られる。
　＼　　五/GI)≦ｲＧ?ﾆyjy)≦画/(ね)　　　　：／
よって五-/(ｉ)は(a, b)で増加関数となる。ととろで定理２．６の( 2. 18)のバｘ)を上の瓦yT
(ｘ)でおきかえてみる。そうすれば( 5. 13)が成り立つことがわかる。次に/(ｘ)が狭義の凸関数
とする。そのとき‾Ｄイ(ｘ)は(a, 6)で狭義の増加関数となることを示そう。いま，α＜ｘ1 － /z＜
ｘl＜ぬ＜ｘ3－ h<x,<bとなるXl, ｘ。ｘ,および/z＞Oを任意にとる。そのとき補題４．６の(4.
18)よ｡り　　　　　　　　　　　　　　　十　　　　　　　　　　　　　　　〉
　　　バX.)-バXl ―/z)＜/(心)－y(ｘl)＜バｘ3)－/(ｎ)＜バｘ3)-ｽﾞ(ｘ,－ /z) 1
　　　　　　　h　　　　　｀　　　χ2― Xl　　　　　　X3― X2･　　　　　　　　/1
を得る。これより　　　　　　　し
　　　＼五/(ｘ1)≦/(゛2)‾/(゛1)＜/(ｙ3)‾バ゛)ﾉ≦五/(ｈ)　＼
　　　　　　　　　　χ2 －χ1　　　　　　　●χ3－χ2
が得られる。従ってi)-/(x)は(a, b)で狭義の増加関数である。そこで定理２．４の( 2 . 14)の
fix)をこの瓦/(ｘ)でおきかえてみると( 5 . 14)の成り立つことがわかる。
　十分性：( 5. 13)が成り立つとする。そのとき定理２．５の( 2. 18)における/(x)をＤ_fCｘ)
と考えれば, D.fix)は(a,b)で増加関数となる。ところで, a<x<v<feなる任意のＸ,　ｙ　＼こ
対して･定理２． ５の(2･㈲ぷりｘ1, ｘ匹(痢万万仁)およびｘヶｘ･ｅ(竺戸¬,ｙ)=ヵ1存在して
( 5 . 15)
　　　　/ぴ十jy)･-/(ｘ)　　　▽
五/(ｘ1/)≦　　乱玉コデさ五y(ヤ'
　　　　　　2●　　　χΛ
五/(卸)≦
/(ｙ)‾/(半)≦Ｄ_ｆ(､ｘ、)
　　ニ　　　　jy‾､ヱ
が成り立つ。これら２つの不等式と五/(ｘ)が増加関数でかっお＜心であることから，
/(ｻﾌﾞ(’)ノ(゛)て≒芦ﾆ)牛‾Ｄ_μ､ＸＪ）∇五戸､ｈ)ｓo
　　　　-
を得る。従って
( 5. 16) /(勺卜ｙ)芦ま{y(ｘ)＋/(。)}
が得られた。 ｘ,ｙはａ＜ｘ＜ｙ＜６をなる任意の数であったから命題４．４の(4.12)よりfix)
は（α,ろ）で凸関数である。バｘ）は［α,&］で連続であるから/（ｘ）は［α,&］で凸関数となる。
次に( 5 . 14)が成り立っているとする。上でやったことと同様にして定理２．４の(2. 15)から
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D-f{x)の(a, b) (Cおける狭義の増加性がわかり√:( 2.15)から
｀＜″ごとしな不等式が得られ岑から:( 5. 16)においてﾉ‰?万……I=番万
従って命題４．Ｊの(4.13)より:fix)ﾄは/(ａ, ｂ
連続だか＼ら∫(x) li[ａ,ﾃ&]ﾉで狭義め凸関数となる言:ﾉ………∧:=こﾆ…………=万
(5.:玲}ﾌﾟにおいﾚで………゛≦// ･･を
:ﾚﾚし1だ不等式が得=られる。
とﾚな]るｿJ
…
……j
I
従･
.
･う.:･ｔ･/(男･･)･4
.
ま.[･ａ.ｂ]で
ﾚに＼………:ﾉ……j………………
……
…＼j………j=･……
I
……(証∧終)
に導入し=た記号令用ﾚ叫6者√定弩う………f…………y=5……!ま万う4牛互↓:⑥≠玖の場合，
･≡互(‾Ｄ二八ｘで）)=々:)場合=（づいすのべたﾉも＼φｿｾ.あ名．………=万.とのj組合:わせ
　注意5. 2.この節のはじめに導ﾉ
すなわ=ちABfCｘ)＝基瓦／Ｇ)≡互
を(Ａ.　Ｂ卜(息丿瓦)とかくととlこすれば，その外に=も考察す丿卜
ある：
(４,‥お)＝(耳√仄)，[耳,互]),ﾚ=万(
I
瓦;万五･)･･J･;.1万
＼　十(息,ﾆ仄)ベ息,息)√(済……=………み.:.･)=.=に.:.･
(五,裁),(Tij｡，Ｄぶﾌ)，ｿ(瓦√圧矢ﾚ(
　　　　　　　　　　　㎜　■■■■　　　　　　　■■
(旦,刄)√(
.旦,菰卜(互ﾚ瓦仏………jj･･.(
上記のそれぞれの場合4こづいて定理:5し５と同じ内容φこと，
証明とほとんど同様であくるノ＼　‥‥‥‥　　　　‥‥‥‥万=Jy
最後に片側微分に関する広義の平均値の定理の応用:ぱづぴ
定理:5.6. fix)ば[ｄ,ろ]ﾄで連続な関数で, (a,ﾚb)
(ａ.b)ﾉで連続か９右微分可能とする6万その万ときfix)ﾚﾚｶi=[a, b]jI｀
件は任意めｘぞ(ａ.ｂ)トに対して
15通力/め場合が
すjる:6=万………ttz,D.fix) tま
虻とﾆな＼るくため‥の必要十分条
　(5. 17･}……………………=……μ｡D-/(x)≧0∧…………J…………………ト……∧ｿﾞ………I/∧……………………＞……………ﾚｿﾞ.l＼･:………
となるごとである。特にy〔砂が狭義の凸関数と〕なるｿため:φ必要十分条件偉ﾉ………＼＼万………
　( 5
.
18)………　…………jj　｡･ 玖Ｄ一八功＞O十………＼……………………十万∧ﾉ……j/∧∧六万……万＼ﾅ｡∧……………万万=:･｡･.j.
となることである。つ　‥‥‥‥‥‥　　　‥‥j　　　　　　…………∧万万……………………==jｹ＼ト………ﾉﾑj………〉＼ﾚ=､………=＼
｡ﾚ
………∧ﾉこ.j…………犬＼
　証明ト……fix)ｶ1(ａ,　b)で左微分可能でレ｣限/(1)＼が右微分可能ｹﾞぐあ石から∧ﾉ=yj/………:=………
……………
　ニ　………＝　Ｄ△／(功末五バｘ)千社fix),:Ｄふｐし]f(功牛ﾕ=耳ﾉ皿八八十互ソＤ
-∫(,ｘ)ヘト
従って＼玖Ｄ二ｊ(ｘ)＝互ﾚ五パ功√ﾆよっT (5. 1珍本ﾉにソ琲卵斗珍=れ岑くれ定理乱ﾚ………5万々
と( 5. 14)から得られる。……∧　ト:　　　　　＼……………Jﾀﾞj･=.j二＼∧=｡ﾀﾞ=プI｡ｿ∧ﾉ………=｡……∧………………ﾚ……i∧1………j.･=万…………(証△終)
　注意５バ3／定理5丿6の場合にも注意y5
｡犬２と同ﾅじﾉこ=とがいえﾌﾟるこﾙすな宍わ¨ち=,く………にこ:の節=の/はじめ
にのべた記号帝用いれば,九戸＝ｹ仄,口＝瓦とし，Ｉ午’ＱｉＣｘ)十:仄ﾉ立ﾑﾉJﾌﾞ(功非我ｹ(皿バ功)＼とすれば，
定理５↓６は(P,Q卜(μ,ﾄμ)め組合わせの場合奪回φド＼た＼も聯ｻﾞぐ画る/6＼:j万ぐ
組合わせがあるｔ　　‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥‥＼………=………犬………〈ﾉIﾚ……十j………ﾚﾉ=]=〉j∇ﾉﾚ1……jﾑ=＼………:……………………
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　　　　　　　　(Ｆ,Ｑ)＝(μ,μ),(済み),(迂,μ),(Ｄ_，Ｄ_)。
これらの場合についても定理５．６がそのまま成り立ち，その証明も定理５．６の場合と同様に行わ
れる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一
　定理５．５と５．６においてfix)の［ａ,6］における連続性や瓦/（ｘ）またはＤ-f（ｘ）の(a, b)
における連続性がくずれるとそれらの定理は一般には成り立たない。その例を２つあげよう。
例５．！．「－１,：１」で定義された関数/（ｘ）を
-か（ｘ＋1）２　　－１≦ｘ＜０，
1-ｘ'＋1　　　　　o云ｘ≦1
とおく。これは[-1,1]で連続であるが，そこでは凸関数ではない。また，
　　　ニ　＼Ｄ_／Cｘサ五ｿ(↓)＝Ｄ．-/Ｇ)ニFﾝ　‾乙]1]?で
はｘ＝Ｏで不連続である。ところが, (-1バ)では　　　　　　犬
　　十　　　　八五/(紆＝玖Ｄ丿(ｘ)＝1＞0
となる。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　･●
もう１つ例をあげよう。
例5. 2.［－１ト1］上で定義された関数/(x)を
１×２　　　－１≦ｘ≦０，
　　　　　　　　　　　　　　11が＋１　　　０＜ｉ≦１
と定義する。これはｘ＝Ｏで不連続となるから，/（ｘ）は［-1,1］上で凸関数とはならない。ま
た，（－１，１）上では　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　犬　　　　ダ
　　　　　十　　　　ｉ町（χ）＝旦バχ）＝迂/(x)=x　　　　　　　　・　　　　　■　　　　■
であるからこれは（一1.1)で連続である。ところが, (-1,1)上では
　　　　　　　ダ　　氾にZｙ/（ｘ）＝仄迂バ:功＝１＞０
となる。
　以上２つの例は，[ａ,6]で定義された関数/(功が(ａ.ｂ)上で( 5 .13)や(5. 14)を満たして
いても。バｘいこは例えば連続性等の条件奇つけなければ，バｘ)は必ずしも[α,に上では凸関数
にはならないことを示している。：　　　　　ニ　　　　　　　　　　　　ノ
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